Feladat 1. (1pt) Hatdrozzuk meg a Z3 gyiirt részgyiriit és idedljait.

Feladat 2. (Ipt) Tekintsik a 2716 gydirit. Hatdrozzuk meg ennek az idedljait,
és adjuk meg az idedlok szorzdasanak mivelettabldjdt.

Feladat 3. (Ipt) Hiny Zes — Zeo gytrihomomorfizmus van?
Feladat 4. (1pt) Hdiny endomorfizmusa van a Z3 gytirinek?

Feladat 5. (2pt) Van-e a C gydrinek olyan részgyiirije, aminek van direkt
felbonthaté homomorf képe?

Feladat 6. (2pt) Legyenek Ry és Ro gydrik, I) < Ry és Io < Reo. Igazoljuk,
hogy az {(a1,az2) : a1 € I, as € Ix} halmaz idedl Ry X Ro-ben.

Feladat 7. (2pt) Adjuk meg a Z2 gyiirt egy olyan 3 indext részqyiirijét, ami
nem idedl. (Részgylrd indexén az additiv részcsoport indexét értjik.)

Feladat 8. (2pt) Igazoljuk, hogy ha I és Iy egymdst nem tartalmazd idedlok
az R gytriben, akkor I; U Iy biztosan nem idedl R-ben.

Feladat 9. (2pt) Igaz, hogy ha R és S egységelemes gytrik, akkor minden
R-b06l S-be mend homomorfizmus 1r-t 1g-be viszi?

Feladat 10. (3pt) Igazoljuk, hogy ha R gyird, I <R, J <1, és J egységelemes
gytiri, akkor J < R.

Feladat 11. (3pt) Egy R gylri egy r elemének centralizatora a C,. : {s € R :
rs = sr}, a gyiri centruma pedig a (,cr Cr halmaz. Igazoljuk, hogy a centrum
részqylri R-ben. Az is igaz, hogy mindig idedl?

Feladat 12. (3pt) Egy R gyiri egy r elemének annulatora az A, : {s € R :
rs = sr = 0}, a gyilri annuldtora pedig a (.. Ar halmaz. Igazoljuk, hogy R
annuldtora részgyirije R-nek. Az is igaz, hogy mindig idedl?

Feladat 13. (3pt) Létezik négyelemii nemkommutativ gydri?

Feladat 14. (3pt) Egy R gyiird egy A részgyirijét balidedlnak nevezzik, ha
minden r € R és a € A esetén ra € A. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges V vek-
tortér tetszdleges U < 'V alterére azok a ¢ € Hom(V, V) leképezések, amelyekre
Im ¢ C U, balidedlt alkotnak Hom(V,V)-ben. (Hom(V,V) a'V linedris transz-
formdcidinak gyirije.) Ezutdn adjunk meg a 2 X 2-es valds mdtrizok gydrijében
eqy nemtrividlis valodi balidedlt.

Feladat 15. (3pt) Egy R gylri eqy A részgyirijét jobbidedlnak nevezzik,
ha minden r € R és a € A esetén ar € A. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges
V wektortér tetszdleges U < V alterére azok a ¢ € Hom(V,V) leképezések,
amelyekre Kerp C U, jobbidedlt alkotnak Hom(V,V)-ben. (Hom(V,V) a
V linedris transzformdcidinak gydrije.) FEzutdn adjunk meg a 2 X 2-es valds
mdtrizok gyirigében egy nemtrividlis valodi jobbidedlt.



Feladat 16. (3pt) Tekintsiik a Z3 Abel-csoportot. Adjunk meg ezen hdrom
kiilonbozd szorzdst ugy, hogy akdrmelyiket hozzdadva az Abel-csoporthoz gyiri
adddjon.

Feladat 17. (4pt) Legyen Reo, illetve Rs a Zsy feletti 2 x 2-es, illetve 3 X 3-as
madtrizok gyiirige. Hiny homomorfizmus van Ro-b6l R3-ba?

Feladat 18. (4pt) Legyenck R és S véges egységelemes gytiritk. Igazoljuk, hogy
[Id(R x S)| = |IdR| - |Id S|.

Feladat 19. (4pt) Legyen R tetszdleges gyirt, valamint 11,152,135 < R gy,
hogy I; <1, I N1I3 = Is N13, valamint I; 4+ I3 = Iy + I3. Mutassuk meg, hogy
I, =L,

Feladat 20. (4pt) Tekintsik a Zo feletti 3 x 3-as mdtrizgydrd
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elemét. Van egy halmazunk, amiben eredetileg csak az A mdtriz van. Ezutdn
ujabb mdtrizokat tehetink a halmazba: ha egy X mdr benne van, akkor 1 eurdért
beletehetjik az X -nek tetszdleges ngg—beli elemmel vett (akdrmilyen sorrendi)
szorzatdt, ha pedig az X1 €s az Xo permutdciok mdr benne vannak, szintén 1
euroért beletehetjik a X1Xo mdtrizot. Legaldbb hdny eurdra van szukségink,
hogy ZgXB barmely elemét beletehessiik a halmazba?

Feladat 21. (4pt) Tekintsik a Zo feletti 3 x 3-as mdtrizgydrd
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elemét. Van egy halmazunk, amiben eredetileg csak az A mdtriz van. Ezutdn
ujabb mdtrizokat tehetink a halmazba: ha eqgy X mdr benne van, akkor 1 eurdért
beletehetjiik az X -nek tetszbleges 733 -beli elemmel vett (akdrmilyen sorrendi)
szorzatdt, ha pedig az X1 €s az Xo permutdciok mdr benne vannak, szintén 1
eurcért beletehetjik a X1 Xo mdtrizot. Legaldbb hdny eurdra van szukségiink,
hogy ng:& barmely elemét beletehessiik a halmazba?



